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*Excitagdo periodica
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Excitacdo Peridodica Nao Harmonica

qualquer fungdo C pode ser representada por uma série

periédica infinita de componentes harmonicas
funcdo que se repete no observado dentro de um bloco
tempo com um periodo fixo 7 :> t < 7, fungdo ndo é periddica

u(t)
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u(t) .
seja uma S o Pan

func¢ao ‘ 4 \j Y \/

periodica

pode ser representada por uma série I:‘>
infinita de componentes harmonicas

@ u(t)=a,+a coswt+a,cos2wt+---+a cosnwt +

Série de Fourier I

+---+bsinwt +bsin2wt +---+b sinnwt + -

A combinagdo de varios senos € cossenos em freqiiéncias
diferentes formam a fungao original u(7)
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Exemplo: Ilustrar, graficamente, os 5 primeiros termos da série de
Fourier da funcao u(?) = 10t.

80

60}

20

Expansao em série de Fourier:

u(t)=a,+a coswt+a,cos2mt+---+a, cosnwt +

+---+bsinwt +bsin2wt +---+ b sinnwt +---
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Primeiro termo da série:

u(t)=a,
H_/
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prm— 40
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Segundo termo da série:
u(t) =a, +a, coswt + bsenwt
325 . 20 ] . 80
2 10 80
35
31 + 9 = “
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% 50 100 T m= 100 % 2 4 & 8
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Terceiro termo da série:

u(t) =a, +a, coswt + a, cos 2wt + bsenwt + b,sen2wt

680 10 680
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20 -10 20
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Quarto termo da série:

u(t) =a, +a, coswt +a, cos 2wt + a, cos 3wt + bsenwt + b,sen2wt + b;sen3wt

80 10 80
680 5 680 ),\.
40 + 0 —_— 40
20 5 207% /—/_/
L 57
T T % 50 100 T
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Quinto termo da série:

u(t) =a, +a, cost + a, cos 2wt + a, cos 3wt + a, cos 4wt +

+ bsenwt + b,sen2wt + b;sen3wt + b,send wt

B0
80 r~
A0 K
207%

e
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Numero de componentes harmonicas na série de Fourier.

1 harmonica

12 harmonicas
&0

40 .
200
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3 harmonicas

25 harmonicas
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Calculo dos coeficientes da série de Fourier:

u(t)=a, +a,coswt+a,cos2wt +---+a, cosnwt +

+---+bsenwt + b,sen2wt +---+ b, sennwt + - --
z=wt

u(t)=a,+a,cosz+a,cos2z+---+a,cosnz+

+---+bsenz+b,sen2z+---+b sennz+---
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Calculo dos coeficientes da série de Fourier:

Termo a,,.

u(t)=a,+a,cosz+a,cos2z+---+a, cosnz +

+---+bsenz +b,sen2z +---+b sennz +---

2z 2z
jo u(t) dz:jo (a,+a,cosz+a,cos2z+---+a,cosnz+

+bsenz +b,sen2z +---+b sennz +-- ) dz

N— 7
——

2z
a, 2|,

2z 20 1 2z
.[0 u(t) dz=a, z|0 —> 4, =gj0 u(t) dz
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Termo a,,.

2z 2z
IO u(t)cosnz dz:JO (a,+a,cosz+a,cos2z+---+a,cosnz+

+bsenz +b,sen2z +---+b sennz +-- ) cosnz dz
N— _

2z 2z 2
I u(t) cos nz dz :I a,cos” nz dz
0 0

T 1 2z
Joz u(t) cos nz dz=ra, — a, :—'[0 u(t) cosnz dzI
T
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Termo b,

2r 2z
J u(t)sennz dz :I (a,+a,cosz+a,cos2z+---+a, cosnz+
0 0

+bsenz +b,sen2z +---+b,sennz +---)sennz dz

N— _
—

b

n

2 2z P
J.O u(t) sen nz dz = IO bsen"nz dz

V4 1 V.4
joz u(t) sen nz dz = b, — b, = —Ioz u(t) sennz dz
T
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Resumindo: Qualquer fung¢do periddica pode ser representada por uma
serie infinita de fun¢des harmonicas:

u(t)=a,+a, coswt +a, cos2wt +---+a, cos nwt +

+---+bsenwt +b,sen2wt +---+ b sennwt + -

ou u(t)=a,+ Z (a, cos nwt + b, sennawt)

n=1

do la —ijz”u(t) A —lr”u(t) cos nz dzI
sendo 0 =51, =l

1 2z
b, = —I u(t) sennz dz
/ 0
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Resposta de um sistema de 1GL a uma forca periddica

D.C.L.
x(t)
k
AVAYAVe m ) | f@)
— 1 " | 5l lm
c cy(t) IN

Equagdao de movimento na direcao x:
Zﬁ=mc7 [> mi+cx+hkx=f
Seja a forga periddica ndo harmonica descrita pela expressao:

f({t)=a,+a,coswt+a,cos2wt+---+a, cos nwt +

+---+bsenwt + b,sen2wt +---+ b, sennwt +- - -
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Assim:

mx(t)+cx(t) + kx(t) = a, + a, cos wt + a, cos 2wt +---+ a, cos nwt +

+---+bsenwt +b,sen2wt +---+ b sennwt + - -

Lembrando que, como o sistema ¢ linear, vale o principio da
superposi¢ao, tem-se:

Solugdo Solugdo Solugado Solu¢ao
particular = particular ~ ,  particular | ... , particular
total devido a devido a devido a
excitagdo 1 excitagdo 2 excitagdo n
_ ) )
x,(O)=x,"(O)+x, (O)++x," ()
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Resposta de um sistema de 1GL excitado por uma forca constante de
amplitude a,:

ay

xp(l)ZT

Resposta de um sistema de 1GL excitado por uma for¢a harmonica
cossenoidal de amplitude a, e freqiiéncia w,.

a,/m
J(@} -}y +(2%w,0,)

Resposta de um sistema de 1GL excitado por uma for¢a harmonica
senoidal de amplitude a, e freqiiéncia w-

b, /m
J(@ —@?) +(2w,m,)
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x, (1) = :

cos| ot —tan™' :
a)n - a)S

200, }

x, (1) =

2 2
W, —;

n

sen (a)st —tan
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Portanto, a resposta permanente total de um sistema de 1GL excitado
por uma forga periddica ndo harmonica do tipo

f({)=a,+a, coswt+a,cos2wt +---+a, cosnwt +

+---+bsenwt +b,sen2wt +---+ b sennwt + -

pode ser escrita como:

a,/m

{

X (t)—?(’ 2\/

= b, /m

(@) -@}) +(2lww,)’

COoS [a)t tan

”\/(a) —0)) + (2.0,

00,
0 —
el

sin (a)st —tan”'
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Exemplo: Um came atuando em
um  sistema  massa-mola ¢
apresentado na figura ao lado. O
came gira a 60rpm e o
deslocamento aplicado ao sistema
tem a forma de uma funcao dente-
de-serra, com amplitude de 25mm.
Sendo m = 20kg, k = k; = 3,5kN/m
e ¢ = 02kN.s/m, determine a
resposta x(?) do sistema.
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Solugdo: Um ciclo do movimento do came pode ser expresso pela
seguinte equacao:

xl(t)=lt para 0<t<r7
T

A freqiiéncia fundamental ¢ 1Hz ou @w = 27. Assim, o periodo 7 vale
1s/ciclo. Calculando-se os coeficientes da série de Fourier obtém-se:

nrw

Portanto, a expansao em série de Fourier de x,(?) é:

1 1 &1
x, () =———> —sen2nrxt
(D=3 ﬂZn
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A equagao de movimento do sistema ¢:

mx+cx+(k+k)x=k (% 1L leen2nmj

TN
Define-se:

Cf)j:(k-i-kl), izzéfa)n e 7"22
m m w

A resposta do sistema devido a excitagdo constante vale:

kl

RS
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A resposta do sistema devido a uma excitacdo harmonica de freqiiéncia
nw = 2nr ¢ do tipo:
ky -1
x, () =— — =sen 27nt — tan
nir(k + k)N —n?r)? + (2 nr)

2.2
—nr

2¢nr j

Utilizando-se o principio da superposi¢do, pode-se escrever que a
solucdo total sera:

k|1 1< 1 o 28nr
x, ()= - sen| 2znt — tan o
k+k (2 735 n(1-n*r) +Q2Cnr)?

1-n°r
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