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FACULDADE DE ENGENHARIA MECÂNICAVIBRAÇÕES EM SISTEMAS MECÂNICOS

JVF / MDJ

•Excitação harmônica
•Excitação periódica
•Resposta ao impulso
•Excitação arbitrária
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Excitação Periódica Não Harmônica

qualquer função 
periódica

pode ser representada por uma série 
infinita de componentes harmônicas

função que se repete no 
tempo com um período fixo 

observado dentro de um bloco
, função não é periódicaτ<tτ

( )u t
τ

t
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seja uma 
função 

periódica

pode ser representada por uma série 
infinita de componentes harmônicas
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A combinação de vários senos e cossenos em freqüências 
diferentes formam a função original )(tu

( )u t
τ

t

Série de FourierSérie de Fourier

VIBRAÇÕES FORÇADAS DE SISTEMAS DE 1GL 12 – 4

FACULDADE DE ENGENHARIA MECÂNICAVIBRAÇÕES EM SISTEMAS MECÂNICOS

JVF / MDJ

LLL

L

++++++
+++++=

tnbtbtb
tnatataatu

n

n

ωωω
ωωω

sin2sinsin         
cos2coscos)(

21

210

Exemplo: Ilustrar, graficamente, os 5 primeiros termos da série de 
Fourier da função u(t) = 10t.

Expansão em série de Fourier:
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+ =

=

0( )u t a=
Primeiro termo da série:

Segundo termo da série:
0 1 1( ) cos senu t a a t b tω ω= + +
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=+

=

Terceiro termo da série:

0 1 2 3 1 2 3( ) cos cos 2 cos3 sen sen2 sen3u t a a t a t a t b t b t b tω ω ω ω ω ω= + + + + + +

0 1 2 1 2( ) cos cos 2 sen sen2u t a a t a t b t b tω ω ω ω= + + + +

Quarto termo da série:

+
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=+

Quinto termo da série:

0 1 2 3 4

1 2 3 4

( ) cos cos 2 cos3 cos 4
               sen sen2 sen3 sen4
u t a a t a t a t a t

b t b t b t b t
ω ω ω ω
ω ω ω ω

= + + + + +
+ + + +
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1 harmônica 3 harmônicas 6 harmônicas

12 harmônicas 25 harmônicas 50 harmônicas

Número de componentes harmônicas na série de Fourier.
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Cálculo dos coeficientes da série de Fourier:

0 1 2

1 2

( ) cos cos 2 cos
         sen sen2 sen

n

n

a a a a
b

u t t t n t
t t nb tb

ω ω ω
ω ω ω

= + + + + +
+ + + + + +

L

L L L

0 1 2

1 2

( ) cos cos 2 cos
         sen sen2 sen

n

n

a a a a
b

u t z z nz
z zb b nz

= + + + + +
+ + + + + +

L

L L L

z tω=
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Cálculo dos coeficientes da série de Fourier:

(
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                             sen sen2 sen

n

n

dzu t z z nz

z z n
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dzb b b z

π π
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Termo a0.
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(
)

0 1 2

2 2

0

1

0

2

( ) cos cos 2 cos

                                   se

c

n sen2 s

os  

cen os  

n

n

u t z z nz

z z

n

nz

a a a az dz

nz dzb b b

π π
= + + + + +

+ + + + +

∫ ∫ L

L L

2 2 2

0 0
( ) cos   cos  nu t nz dz nz dza

π π
=∫ ∫

naπ

2

0

1 ( ) cos  na u t nz dz
π

π
= ∫

2

0
( ) cos   nu t nz d az

π
π=∫

Termo an.
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2 2 2

0 0
( ) sen  sen  nu t nz dz nz dzb

π π
=∫ ∫

nbπ

2

0

1 ( ) sen  nb u t nz dz
π

π
= ∫

2

0
( ) sen  nu t nz d bz

π
π=∫
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Termo bn.
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sendo

Resumindo: Qualquer função periódica pode ser representada por uma 
serie infinita de funções harmônicas:

2

0

1 ( ) sen  nb u t nz dz
π

π
= ∫

2

0

1 ( ) cos  na u t nz dz
π

π
= ∫

2

0 0

1 ( ) 
2

u ta dz
π

π
= ∫

0 1 2

1 2

( ) cos cos 2 cos
         sen sen2 sen

n

n

u t a a t a t a n t
b t b t b n t

ω ω ω
ω ω ω

= + + + + +
+ + + + + +

L

L L L

0
1

( ) ( cos sen )n n
n

u t a a n t b n tω ω
∞

=

= + +∑ou
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Resposta de um sistema de 1GL a uma força periódica

m

x(t)

k

c

f (t)

mg

f (t)
ky(t)

cy(t)
N

D.C.L.

amF rr
=∑

Equação de movimento na direção x:

0 1 2

1 2

( ) cos cos 2 cos
         sen sen2 sen

n

n

f t a a t a t a n t
b t b t b n t

ω ω ω
ω ω ω

= + + + + +
+ + + + + +

L

L L L

mx cx kx f+ + =&& &

Seja a força periódica não harmônica descrita pela expressão:
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0 1 2

1 2

( ) ( ) ( ) cos cos 2 cos
                                        sen sen2 sen

n

n

mx t cx t kx t a a t a t a n t
b t b t b n t
ω ω ω

ω ω ω
+ + = + + + + +

+ + + + + +

&& & L

L L L

Solução 
particular

total

Solução 
particular
devido à 

excitação 1

Solução 
particular
devido à 

excitação 2

=

Lembrando que, como o sistema é linear, vale o princípio da 
superposição, tem-se:

 + +L

Solução 
particular
devido à 

excitação n

+

(1) (2) ( )( ) ( ) ( ) ( )n
p p p px t x t x t x t= + + +L

Assim:
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Resposta de um sistema de 1GL excitado por uma força harmônica 
cossenoidal de amplitude as e freqüência ωs:

1
2 22 2 2 2

2( ) cos tan
( ) (2 )

s s n
p s

n sn s s n

a mx t t ζω ωω
ω ωω ω ζω ω

− 
= − −− +  

1
2 22 2 2 2

2( ) sen tan
( ) (2 )

s s n
p s

n sn s s n

b mx t t ζω ωω
ω ωω ω ζω ω

− 
= − −− +  

Resposta de um sistema de 1GL excitado por uma força constante de 
amplitude ao:

0( )p
ax t
k

=

Resposta de um sistema de 1GL excitado por uma força harmônica 
senoidal de amplitude as e freqüência ωs:
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Portanto, a resposta permanente total de um sistema de 1GL excitado 
por uma força periódica não harmônica do tipo

10
2 22 2 2 2

1

1
2 22 2 2 2

1

2( ) cos tan
( ) (2 )

2           sin tan
( ) (2 )

s s n
p

s n sn s n

s s n
s

s n sn s s n

a a mx t t
k

b m t

ζω ωω
ω ωω ω ζωω

ζω ωω
ω ωω ω ζω ω

∞
−

=

∞
−

=

 
= + − −− +  

 
+ − −− +  

∑

∑

0 1 2

1 2

( ) cos cos 2 cos
         sen sen2 sen

n

n

f t a a t a t a n t
b t b t b n t

ω ω ω
ω ω ω

= + + + + +
+ + + + + +

L

L L L

pode ser escrita como:
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Exemplo: Um came atuando em 
um sistema massa-mola é 
apresentado na figura ao lado. O 
came gira a 60rpm e o 
deslocamento aplicado ao sistema 
tem a forma de uma função dente-
de-serra, com amplitude de 25mm. 
Sendo m = 20kg, k = k1 = 3,5kN/m
e c = 0,2kN.s/m, determine a 
resposta x(t) do sistema.

m

k c

x(t)

s

k
x (t)

s
1

1

2ττ
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Solução: Um ciclo do movimento do came pode ser expresso pela 
seguinte equação:

1
1( )    para   0x t t t τ
τ

= < <

A freqüência fundamental é 1Hz ou ω = 2π. Assim, o período τ vale 
1s/ciclo. Calculando-se os coeficientes da série de Fourier obtém-se:

0
11    0    n na a b

nπ
= = = −

Portanto, a expansão em série de Fourier de x1(t) é:

1
1

1 1 1( ) sen2
2 n

x t n t
n

π
π

∞

=

= − ∑
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A equação de movimento do sistema é:

1 1
1

1 1 1( ) sen2
2 n

mx cx k k x k n t
n

π
π

∞

=

 + + + = − 
 

∑&& &

Define-se:

A resposta do sistema devido à excitação constante vale:

1

1

( )
2( )p

kx t
k k

=
+

2 1( ) ,     2    e     n n
n

k k c r
m m

ωω ζω
ω

+
= = =
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A resposta do sistema devido à uma excitação harmônica de freqüência 
nω = 2nπ é do tipo:

Utilizando-se o princípio da superposição, pode-se escrever que a 
solução total será:

11
2 22 2 2 2

1

2( ) sen 2 tan
1( ) (1 ) (2 )np

k nrx t nt
n rn k k n r nr
ζπ

π ζ
− = − − − + − +

11
2 22 2 2 2

11

1 1 1 2( ) sen 2 tan
2 1(1 ) (2 )np

n

k nrx t nt
k k n rn n r nr

ζπ
π ζ

∞
−

=

  = − −   + − − + 
∑


